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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma demonstracao da desigualdade iso-
perimétrica fazendo uso da desigualdade de Brunn-Minkowski. A vantagem desta
abordagem é a sua extensao natural ao caso tridimensional, além de servir como um
exemplo de aplicagao do Calculo Variacional no estudo de problemas geométricos.
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1 Introducao

Para introduzir a desigualdade isoperimétrica vamos pensar em uma curva I' como a
trajetéria continua descrita por uma particula no plano. Dizemos que I' é uma curva fechada
se o ponto inicial e o ponto final da trajetéria sao iguais. Neste caso, vamos denotar por ) a

regiao delimitada pela curva I'.

Figura 1: A curva I' delimita a regiao €2

A desigualdade isoperimétrica surge como uma consequéncia do

Problema isoperimétrico, que consiste em obter, dentre todas as curvas fechadas, sem au-

tointersecoes e de comprimento fixo, aquela que delimita a regiao de maior area.

Este é um dos problemas mais famosos e antigos da geometria, tendo como origem o
mito da fundacdo de Cartago (veja VIRGILIO ou BLASJ 0).

Os Gregos ja sabiam que a solugdo do problema isoperimétrico era uma circunferéncia.
Mas foi somente em 1879, com K. Weierstrass, que uma demonstragao suficientemente satis-
fatoria foi apresentada. Na verdade, o resultado segue como uma consequéncia da teoria desen-
volvida por Weierstrass denominada Caélculo das Variagoes, onde o problema isoperimétrico é

um dos problemas tipicos abordados por esta teoria.
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Dada uma curva fechada I' em R? delimitando uma regido €2, vamos denotar por L(I")
o comprimento desta curva e por A(Q)) a drea da regiao delimitada pela mesma. Se sabemos
a priori que uma solugdo do problema isoperimétrico é uma circunferéncia C, entdao qualquer
outra curva fechada I' com comprimento L(I') = L(C) deve delimitar uma area A(Q2) < A(C).
Suponhamos que o raio da circunferéncia C seja igual a r, com isso podemos escrever
(2rr)?  L(C)?> L(I)?

< =mr? = = =
AQ) < ACC) =77 i i yP—

ou seja,

A(Q) < Lgf. (1)

A desigualdade (1) é denominada desigualdade isoperimétrica. Observe que (1) foi obtida a

partir da hipétese de que a circunferéncia é uma solucao do problema isoperimétrico, o que, por

enquanto, torna esta desigualdade apenas uma conjectura.

Por outro lado, caso provemos a desigualdade (1) para toda curvar fechada I' delimi-
tando uma regiao €2, entao a circunferéncia seria uma solucao do problema isoperimétrico, pois
L(I')2 /47 seria uma cota superior para todas as dreas de regides delimitadas por curvas curvas
fechadas de comprimento L(I") fixado, a qual é atingida quando I" é uma circunferéncia de raio
L(T")/27. Isto responderia uma parte do problema isoperimétrico, restando apenas provar que

a circunferéncia é a Unica curva plana com esta propriedade.

Teorema 1 (Desigualdade isoperimétrica). Seja I' uma curva fechada, sem autointersecoes, de

comprimento L(T') e delimitando uma regiago Q. Se A(Q) é a drea de ), entdo
L(I)? — 47 A(Q) > 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, I' € uma circunferéncia.

Para provar o Teorema 1, além das féormulas de primeira variacdo do comprimento e
da Aarea, obtidas na Segdo 3, vamos utilizar um resultado conhecido como Desigualdade de
Brunn-Minkowski que trata sobre a area da soma de subconjuntos do espaco euclidiano R™.
Evidentemente, estamos interessados no caso n = 2, mas vale ressaltar que a mesma desigualdade
no caso n = 3 pode ser usada para estender a desigualdade isoperimétrica para o contexto de
superficies (veja MONTIEL e ROS).

Dados A e B dois subconjuntos quaisquer de R™, o conjunto soma A + B é definido por

A+B={a+beR":aec A bec B}.

Figura 2: Soma do quadrado A com o circulo B
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Queremos somar subconjuntos de R™ que tenham areas bem definidas. Estes conjuntos

sao chamados conjuntos Lebesgue mensuraveis, ou simplesmente conjuntos mensuraveis.

A Desigualdade de Brunn-Minkowski que serd enunciada adiante é valida no contexto
de conjuntos mensuraveis, mas, para os nossos propositos, serd suficiente considerar apenas

subconjuntos abertos, visto que, todo aberto de R™ é (Lesbegue) mensurdvel (veja STEIN e
SHAKARCHI).

Teorema 2 (Desigualdade de Brunn-Minkowski). Sejam Q; e Qo dois subconjuntos abertos e

limitados de R™. Entao

AQDY™ + AQ)Y™ < A(Q + Q)7

A demonstragao do Teorema 2 pode ser encontrada em STEIN e SHAKARCHI.

Observe que esta implicito na conclusao do Teorema 2 que soma de dois subconjuntos
mensuraveis de R™ é um conjunto mensuravel. Na verdade, é possivel mostrar se A ou B é um
conjunto aberto em R”, entao A + B é um conjunto aberto. Assim, de acordo com o que foi

destacado acima, A + B é um conjunto mensurével.

Para utilizar o Teorema 2 em conjunto com as féormulas de variacdo do comprimento
e da area precisamos restringir a classe de curvas que estamos considerando, isto é, devemos
considerar curvas de classe C2. Esta restricdo deve-se ao fato de que a nossa abordagem passa
pelo conceito de curvatura de uma curva. Além disso, queremos variar a curva I' dentro de um
conjunto aberto N¢(I') de modo que as curvas da variacdo ainda sejam fechadas, sem autoin-
tersegoes e de classe C2. O conjunto aberto N.(I') é chamado vizinhanga tubular da curva I' e
pode ser pensado como uma faixa de largura 2¢ ao longo de I'. A construcao de N.(I") pode ser

encontrada em ALENCAR, et al.

Figura 3: Vizinhanga tubular

A parte da igualdade no Teorema 1 sera demonstrada observando que as curvas pla-
nas fechadas de classe C? que satisfazem L(I')2 — 47 A(Q)) = 0 sdo aquelas que tém curvatura

constante nao nula. Esta informacao caracteriza as circunferéncias.
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2 Curvas em R?

Uma curva plana parametriza é uma aplicacdo continua o : I — R2, dada por «a(t) =
(x(t),y(t)), onde I C R é um intervalo. A curva a serd denominada de classe C* se as funcoes

coordenadas z,y : I — R sdo de classe C*.

O conjunto imagem da aplicagao «, definido por
P = {(2(t),y() € R : t € I}
¢é chamado traco da curva «a. Neste caso, dizemos que « é uma parametrizacao de I'.

Exemplo 1. Dado 7 > 0, a curva « : [0,27] — R? dada por
a(t) = (rcos(t), rsen(t))

tem como trago uma circunferéncia de raio r e centro na origem.

y(t)

()

Figura 4: Circunferéncia de raio r e centro na origem

O préoximo exemplo mostra que uma curva no plano pode ter autointersegoes.

Exemplo 2. Considere a curva o : R — R? dada por
alt) = (13 — 4t,t* — 4).

O traco da curva a possui uma autointerse¢ao na origem pois a(—2) = a(2) = (0,0).
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y(t)

a(t)

x(t)

Figura 5: Traco da curva definida por a(t) = (13 — 4t,t> — 4)

Se uma curva « estd definida em um intervalo fechado I = [a, b], os pontos a(a) e a(b)
sao chamados ponto inicial e ponto final de «, respectivamente. A curva « : [a,b] — R? é dita

fechada se a(a) = a(b). Note a curva apresentada no exemplo 1 é fechada ja que a(0) = a(27).

Dizemos que uma curva « : I — R? é simples se a aplicacdo « é injetora. Observe que a

curva apresentada no exemplo 2 nao é simples pois a(—2) = «(2).

Neste trabalho estamos particularmente interessados em curvas planas que reunem as
duas tltimas propriedades acima. Precisamente, uma curva « : [a,b] — R? ¢ dita fechada e
simples se a(a) = a(b) e a restrigdo de « ao intervalo [a,b) é injetora. Uma curva fechada e

simples é também denominada curva de Jordan.

Seja a : I — R? uma curva plana parametrizada dada por a(t) = (x(t),y(t)). O vetor

tangente de o em ty € I é definido por
o (to) = (2'(to), ' (to))-

Quando o' (t) # (0,0) para todo t € I, dizemos que a curva « é regular. Portanto, ao
longo do trago de uma curva regular fica bem definida uma reta tangente em cada ponto «(t)

na dire¢ao do vetor o/(t). Se o/(tg9) = (0,0), entdo dizemos que « tem um ponto singular em .

De agora em diante, iremos considerar apenas curvas regulares de classe C*, com k > 2,
definidas em intervalos fechados e limitados, ficando assim assumida tacitamente estas hipdteses

no decorrer deste texto.

O comprimento de uma curva « : [a,b] — R? é, por definicdo,

b
L(o) = / o (1) ldt,

onde

la’ ()]l = v/(2' () + (/' (1))

Observe que se ||/ (t)|| = 1 para todo ¢ € [a, b], entdo L(a) = b — a, ou seja, o comprimento da
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curva é igual ao comprimento do intervalo [a, b]. Por outro lado, se
t
/ |/ (s)||ds =t — a, para todo t € [a,b],
a

entao, pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos ||o/(¢)|| = 1 para todo t € [a, b].

Dizemos que a curva « : I — R? estd parametrizada pelo comprimento de arco se
|/ (t)|| = 1 para todo ¢t € I. Uma propriedade muito importante envolvendo as curvas regulares

e a parametrizacao pelo comprimento de arco é dada pela seguinte

Proposicao 3. Dada uma curva regular o : I — R%. Existe uma curva regular 3 : [0,1] — R?

com o mesmo trago da curva « e que satisfaz |3’ (t)|| =1 para todo t € [0,1].

A proposigao 3 garante que sempre é possivel reparametrizar o trago de uma curva regular
pelo comprimento de arco, consequentemente, o vetor tangente desta nova parametrizagao é

unitario em todo ponto.

Exemplo 3. A curva « : [0, 27] — R? dada no exemplo 1 é regular, mas nio est4 parametrizada

pelo comprimento de arco para todo valor de r # 1 pois

o/ (t)|| = \/(—rsen(t))2 + (rcos(t))? = r-.

Por outro lado, é simples verificar que a curva 3 : [0,27r] — R? dada por

B(t) = (rcos(t/r),rsen(t/r))

possui 0 mesmo trago da curva « (é uma circunferéncia de raio r e centro na origem) e estd

parametrizada pelo comprimento de arco, independentemente do valor de r > 0.

Quando a curva « : I — R? estiver parametrizada pelo comprimento de arco, denotare-

mos o vetor tangente (unitério) desta curva no ponto ¢t € I por T'(t), ou seja,

A partir do vetor tangente T'(t), podemos definir o vetor normal (unitario) N(¢) da curva a no

ponto t € I da seguinte maneira

Observe que o vetor normal N(t) é obtido através da rotacao do vetor T'(t) por uma angulo
de 90° no sentido anti-horério, assim, para cada t € I, o conjunto {T'(t), N(t)} é uma base

ortonormal positiva de R? denominada referencial de Frenet de .
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a(t)

N T(t)

Figura 6: Referencial de Frenet de «

Estamos quase prontos para definir a fun¢do curvatura de uma curva no plano, restando

apenas estabelecer o seguinte resultado:

Proposicao 4. Se uma fungio X : I — R? ¢ diferencidvel e | X|| : I — R é uma fungdo
constante, entao X'(t) L X(t) para todot € I.
[&

Prova. Derivando a equagao || X (t)||* = constante, obtemos

0= %(X(t) X)) =X'(t)- X(t)+ X(t)- X'(t) =2X"(t) - X ().
Segue que X'(t) - X (t) = 0 e, consequentemente, X'(t) L X (t). O

Seja o : I — R? uma curva de classe C*, k > 2, parametrizada pelo comprimento de arco.
Por definicdo, a funcdo vetor tangente unitdrio 7 : I — R? satisfaz as hipéteses da Proposicao
4. Assim, podemos concluir que 7’(t) L T'(t) para todo ¢t € I. Este fato e a definigdo do vetor

normal N (t) garantem a existéncia de uma fungao « : I — R, tal que
T'(t) = k(t)N(t) paratodo t € I. (2)

Definigao 5. A funcao « : I — R, definida pela equagao (2), é denominada fungao curvatura

da curva a. Dizemos que k(t) é a curvatura de o no ponto t € I.

Segue da equagao (2) que a curvatura de « em ¢t € I mede a variagao do vetor tangente

neste ponto, visto que

1T () = 1s(t)].

Antes de prosseguirmos, deixemos registrado o seguinte par de equacoes, vélidas para
toda curva « : I — R? parametrizada pelo comprimento de arco, conhecidas como Equacoes de

Frenet de a:

para todo t € I.

{T’(t) = k()N
N'(t) = —k(t)T(t)

A primeira das Equagoes de Frenet é simplesmente a definicdo da funcao curvatura e a segunda

equacao segue da Proposicao 4 aplicada & funcdo vetor normal N : I — R? da curva « e do fato
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de {T(t),N(t)}, t € I, formar uma base ortonormal de R? (a defini¢do e os principais resultados
sobre bases ortonormais em R"” podem ser encontrados em ANTON e RORRES). Os detalhes
sobre a deducao das Equacoes de Frenet podem ser encontrados em TENENBLAT.

Em relacdo ao traco da curva « : I — R2, podemos interpretar a curvatura como a
medida do quanto uma curva deixa de ser uma reta. Esta interpretacao pode ser justificada pelo

seguinte resultado:

Proposicao 6. A funcio curvatura de uma curva o : I — R? € identicamente nula se, e somente

se, o traco de « estd contido em uma reta.

Prova. Se a fungao curvatura da curva « é identicamente nula, entao 7"(t) = (0,0) para todo
t € 1. Como I é um intervalo, concluimos que a func¢ao vetor tangente o’(t) é constante, digamos,
o/(t) = a'(tg) = v para todo t € I, onde ty € I é um ponto fixado. Escolhendo arbitrariamente
t1 € I, podemos escrever

t

oz(t)—a(tl):/ a'(t)dt:/tvdt:(t—tl)v,

t1 t1

ou melhor,

a(t) = a(ty) + (t —t1)v.

Mostramos assim que o trago de « estd contido na reta que passa pelo ponto «(t1) na diregao

do vetor v.

Por outro lado, se o traco da curva « estd contido em um reta e « estd parametrizada

pelo comprimento de arco, entao
a(t) = Py +tv para todo t €I,

onde Py € R? é um ponto da reta e v € R? é um vetor diretor unitrio desta reta. Dai, para

cada t € I, podemos escrever
k()N () =T'(t) = " (t) = (0,0).

Como o vetor N(t) é unitério, concluimos que x(t) = 0 para todo t € I. O

Outro fato intuitivo que pode ser confirmado a partir do conceito de curvatura é a
impressao de que uma circunferéncia parece “se curvar” de igual modo em cada um de seus
pontos. A tradugdo matematica desta observacao é que a funcao curvatura de uma circunferéncia
é constante e nao nula. Tanto esta afirmac¢do quanto a sua reciproca (se a curvatura de uma
curva de Jordan é constante e ndo nula, entdo esta curva é uma circunferéncia) podem ser
provadas, e serao de grande importancia neste texto, pois, como veremos, as curvas de Jordan
de comprimento fixo e que delimitam a maior area possivel sao aquelas que tém curvatura

constante. Portanto, faz-se necessério registrar a seguinte

Proposicao 7. Uma curva de Jordan o : I — R? tem curvatura constante igual a ko # 0 se, e

somente se, o trago de a € uma circunferéncia de raio r = 1/kKg.
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Utilizando a parametrizacao 3(t) = (rcos(t/r),rsen(t/r)), dada no exemplo 3, podemos

calcular facilmente a curvatura da circunferéncia de raio r ja que, neste caso,
/ /! 1 1
(1) = B"(t) =~ (1) = - N(1).

Segue da equacao (2) que k(t) = 1/r para todo t € [0,27nr]. A demonstragao completa da
proposicao 7 pode ser encontrada em TENENBLAT.

Vamos finalizar esta se¢do enunciando um resultado que é uma consequéncia do Teorema
de Green. Este resultado sera usado para calcular a area delimitada por uma curva de Jordan.
Mas antes disso, convém lembrar que uma curva de Jordan a : I — R? esta positivamente

orientada se, para cada t € I, o vetor normal N(t) aponta para a regiao delimitada por «.

Lema 8. Seja o : [a,b] — R? uma curva de Jordan positivamente orientada e definida por

a(t) = (x(t),y(t)). Entdo a drea da regigo 2, delimitada pela curva o, € dada por

E importante observar que no lema 8 a curva a nao precisa estar parametrizada pelo

comprimento de arco. Além disso, denotando por o’ (t)*

a rotacao do vetor tangente de o no
ponto ¢ € I por um angulo de 90° no sentido positivo (note que T+ = N), a férmula que fornece

a drea da regido €, delimitada por «, pode ser reescrita na forma

1

b
A(Q) :_2/ alt) - o/ () dt.

3 Formulas de variagao do comprimento e da area

Ao longo desta secdo, a : [0,1] — R? serd uma curva de Jordan de classe C*, k > 2,

parametrizada pelo comprimento arco. Além disso, denotaremos por I' o trago de a.

Dada uma fungao diferenciavel f : [0,!] — R, podemos encontrar um nimero ¢ > 0 tal
que, se [t| < 4, entdo tf([0,{]) C (—¢,¢), onde € > 0 é escolhido de modo que N.(I') seja uma
vizinhanga tubular de I'. Suponhamos que a fungao f satisfaz f(0) = f(I).

Uma variagao da curva « : [0, 1] — R? correspondente & funcio diferencidvel f : [0,1] — R

¢ uma familia de curvas dada por

Li(f) ={ap:[0,]] — R?: ar(s) =a(s) —tf(s)N(s)}.

Observe que To(f) = a : [0,1] — R? para toda fungdo f e que I';(1) é uma familia de curvas

paralelas & curva « para todo t € (=4, 9).
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Figura 7: Variagao da curva «

Lema 9 (Primeira variagdo do comprimento). Seja I'.(f), |t| < ¢, para algum § > 0, uma
variacio da curva de Jordan « : [0,1] — R? correspondente a funcio f : [0,1] — R. Entdo a
fungdo L : (—=6,0) — R dada por

te (~5,8) — L(t) = L(Ty(/))

€ diferencidvel e satisfaz

d

l
G nmn) = [ s

t=0

Prova. Dada uma curva ay € I'y(f), temos

Derivando em relacao a s encontramos
p(s) =T(s) — tf'(s)N(s) = tf(s)N'(s).
Usando as equagoes de Frenet ficamos com
oy (s) = (L +tf(s)k(s))T(s) = tf'(s)N(s). 3)
Como o conjunto {T'(s), N(s)} forma uma base ortonormal de R?, temos
lfp(s)II* = (1 + £ (s)r(s))® + (£f'())*.

Observe que, apesar de a curva « : [0,1] — R? estar parametrizada pelo comprimento de arco, o

mesmo nao precisa ocorrer com as curvas ay da variacao de a. De todo modo, podemos escrever

! !
L) = [ lags)lds = [ A+ EREP + 00
Finalmente, derivando sob o sinal de integracao e fazendo t = 0, concluimos que

d bd
|, L) = |

l
VIR + W GPds = [ s f)ds

t=0
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Lema 10 (Primeira variacao da area). Para cada t € (—6,6), seja Q(f) a regigo delimitada

pela curva de Jordan oy € T'y(f). Entao a fungao A: (—0,6) = R dada por
t € (=6,0) — At) = A((f))

€ diferencidvel e satisfaz

d

l
G e = [ reas

t=0
Prova. Dada uma curva ay € I'y(f), o lema 8 nos diz que

l
A1) = =5 [ asle) e

Utilizando a equagao (3) e as defini¢oes de T' e N encontramos

ap(s)" = (L+tf(s)r(s))N(s) + tf'(s)T(s).

Efetuando a operacao a(s) - oz}(s)L obtemos

ag(s) - afp(s)™ = (1 +tf(s)r(s))als) - N(s) — tf(s)(1+1f(s)) +tf (s)als) - T(s).

Derivando a expressao acima em relagdo a t, fazendo ¢t = 0 e usando as equacOes de Frenet,

obtemos
d

@t ag(s) - ay(s) = als) - (f(5)T(s)) = f(s).

Usando a identidade [a(s) - (f(s)T(s))] = f(s) + a(s) - (f(s)T(s)) podemos escrever

% ag(s) - a}(s)L = [a(s) - (f(s)T(s))]) — 2f(s).
=0
Finalmente
d 1 [(td ,
I t:oA(Qt(f)) = —2/0 i ap(s) - ap(s)tdt

l
_ _;a(s).(f(s)T(s))’;—i-/o f(s)ds

= f(s)ds.

0

Na tltima linha usamos a condi¢ao f(0) = f(I) e o fato de « ser uma curva de Jordan regular.

O]

4 Demonstracao da desigualdade isoperimétrica

Nesta secao vamos demonstrar a desigualdade isoperimétrica. Aqui faz-se necessério

enunciar o Teorema isoperimétrico no contexto de curvas regulares de classe C2.
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Teorema 11 (Desigualdade isoperimétrica). Seja I' o trago de uma curva de Jordan regular de

classe C%, comprimento L(T) e delimitando uma regido 0 C R?. Se A(Q) € a drea de Q, entdo
L(T)? — 41 A(R2) > 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, I' € uma circunferéncia.

Prova. Suponhamos que a curva « : [0,1] — R? cujo traco é igual a I' estd parametrizada pelo

comprimento de arco. A demonstracao serd dividida em duas partes:

(i) Para t > 0 suficientemente pequeno considere a variacao I't+(1) da curva a correspondente
a funcao f = 1. Por simplicidade, denotemos por €2; a regiao delimitada pelas curvas da

variagao I';(1). Deste modo, se D; é um disco aberto de raio ¢ e centrado na origem, temos

QDO+ Dy.

Figura 8: Conjunto 2 + Dy

Da relagao A(Q:) > A(Q + D) e da desigualdade de Brunn-Minkowski (Teorema 2) con-

cluimos que

A(y) > A(Q+ Dy)
> [AQ)Y? + A(D)' PP
= A(Q) + 24(Q)2A(Dy)? + A(Dy)
= AQ) + 26AQ) V27 4 mt?
A(Q) + 2tA()YV2 /7,
como t > 0,
A(d) — A()

. > 24(Q)Y2/x.

Fazendo t — 0T encontramos

4 A(Qy) > 2A(Q)Y% /7.
dt]_g
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(i)

Usando a férmula de primeira variagdo da drea (Lema 10) podemos escrever

l
/ F(s)ds > 24(Q) 2 /.
0
Por outro lado, estamos supondo f =1 e a : [0,[] — R? parametrizada pelo comprimento
de arco, ou seja, | = L(I"). Segue que
L(I) > 2A(Q)*/x

e assim,

L(T)? > 4w A(Q).
Se S, é uma circunferéncia de raio r, entao
L(S,)? = 4n*r? = 47 A(D,),
isto é,
L(S,)* — 47 A(D,) = 0.
Portanto, a igualdade na desigualdade isoperimétrica ocorre quando I" é uma circunferéncia
de raio arbitrério.

Suponhamos agora que I' satisfaz
L(I)? — 47 A(Q) = 0.

Dada uma funcao diferencidvel f : [0,1] — R tal que f(0) = f(I), considere a variagao
I'y(f) da curva « : [0,1] — R? (parametrizacio de I') correspondente & fungdo f, onde

|t| < 0 para algum ¢ > 0. Entdo, a fungao h : (—6,0) — R, dada por
h(t) = L(T(f))? — 4mA(Qu(f)),

é diferenciavel pelos Lemas 9 e 10 e atinge o seu valor minimo no ponto ¢t = 0 pois h(t) > 0

pela primeira parte da demonstracao e h(t) = 0 por hipdtese. Assim

0= K (0) =2L(T) 4

d
Sl Lm) —am | AQu).

t=0 dt t=0

Usando as férmulas de variagao obtidas nos Lemas 9 e 10, podemos escrever
/01(2L(F)/€(s) —4m)f(s)ds =0
para toda funcao diferenciavel f : [0,!] — R satisfazendo f(0) = f(/). Escolhendo
f(s) = 2L(T)k(s) — 4,
onde « : [0,]] = R é a funcao curvatura de «, concluimos que
2L(T")k(s) —4m =0 para todo s € [0,1],

ou seja, a fungao curvatura k : [0,I] — R é tal que k = 27/ L(T"). Segue da proposigao 7

que I' é uma circunferéncia.
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5 Sobre o caso tridimensional da desigualdade isoperimétrica

Conforme foi citado na introducao deste trabalho, os resultados aqui apresentados podem

ser estendidos para superficies em R3. Neste caso, a desigualdade isoperimétrica é dada pelo

Teorema 12 (Desigualdade isoperimétrica espacial). Seja S C R® uma superficie compacta e

conezxa de drea A(S) e delimitando uma regiao 2. Se V() € o volume de ), entdo
A(S)? - 36mV(Q)? > 0.

Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se, S € uma esfera.

A demonstracao completa do Teorema 12 pode ser encontrada em MONTIEL e ROS, e
segue a mesma linha apresentada neste trabalho com as devidas adaptacoes. Neste contexto,
a desigualdade de Brunn-Minkowski é aplicada no caso n = 3 e as férmulas de variacao sao
estendidas para a variacao da area da superficie S e para a variacdo do volume da regiao
delimitada por S. Aqui, a curvatura média da superficie desempenha o papel da curvatura no

caso de curvas planas.

Seguindo o mesmo caminho do caso bidimensional, é possivel mostrar que as superficies
que verificam a igualdade no Teorema 12 sao aquelas que tém curvatura média constante. Neste
ponto, podemos aplicar o Teorema de Alexandrov que afirma que, se uma superficie compacta

e conexa tem curvatura média constante, entao esta superficie tem que ser a esfera.
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