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Resumo: Para que os alunos, incluindo futuros professores, sejam competentes em resolucdo de
problemas, devem utilizar diferentes representacdes matematicas e as relagdes entre elas para escolher a
mais conveniente em cada situagdo. O objetivo do estudo realizado ¢ analisar os tipos de estratégias e
representacdes utilizadas por futuros professores do ensino basico (alunos com idades entre 6-12 anos) na
resolucdo de tarefas com multiplas resolugdes. O quadro tedrico debruga-se sobre sistemas de representagdo
relacionados com processos de pensamento usados durante a resolugdo de problemas, optando-se por uma
metodologia qualitativa, e envolvendo 14 futuros professores. Os dados foram recolhidos através da
observagdo participante e produgdes escritas. Os resultados mostram que os participantes privilegiaram
estratégias analiticas e mistas, combinando representagdes visuais, verbais e simbolicas, bem como as suas
duais. Globalmente, foi percepcionada a potencialidade de utilizar multiplas representacdes e de as integrar,
o que explica, em muitos casos, a escolha de estratégias mistas.
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Formacao Inicial de professores.

Abstract: For students, including future teachers, to be competent in problem solving, they must know
different mathematical representations and the relations between them, so they can choose the most
convenient in each situation. The aim of this paper is to analyse the types of strategies and representations
used by future teachers of elementary education (6-12 years old) when solving multiple-solution tasks. The
theoretical framework focuses on representational systems related to thinking processes during problem
solving, following a qualitative methodology that involved 14 pre-service teachers. Data was collected
through participant observation and written productions. The results show that the participants privileged
analytical and mixed strategies, combining visual, verbal and symbolic representations, as well as their
duals. Overall, the potential of using multiple representations and integrating them was perceived, which

explains, in many cases, the choice of mixed strategies.
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1 Introducio

As tarefas selecionadas pelo professor constituem a base fundamental da
aprendizagem e a sua natureza influencia o tipo de trabalho desenvolvido na sala de aula
(Chapman, 2015; Doyle, 1988; Stein; Smith, 1998). Assim, devemos propor tarefas que
promovam o raciocinio e a resolucdo de problemas, que permitam a utilizagdo de varias
abordagens e estratégias de resolucdo diversificadas, recorrendo a maultiplas
representacdes. As representagdes sdo uma ferramenta essencial na resolugdo de
problemas, pois apoiam a compreensdo matemadtica, ajudam os alunos a comunicar as
suas ideias e a clarificar o seu raciocinio. Neste sentido, espera-se que os alunos
compreendam e apliquem fluentemente uma variedade de representagdes matematicas.

No entanto, nem sempre sdo bem-sucedidos na resolu¢ao de problemas, ndo sé
por falta de conhecimentos basicos, mas muitas vezes por falta de conhecimento sobre a
diversidade de estratégias e representacdes que podem ser utilizadas para resolver um
problema, nomeadamente as resolugdes visuais, que ainda sdo frequentemente
desvalorizadas pelos professores em relagdo as mais analiticas. Muitas vezes, um
problema ¢ mais facilmente resolvido através de um desenho do que de um conjunto de
formulas. Assim, pensamos que o professor deve estar consciente da importancia das
multiplas representacdes, quer para explorar e comunicar um conceito, quer para resolver
um problema.

Em particular, os futuros professores devem vivenciar situagdes em que se
apercebam da utilidade de diferentes representagdes para a aprendizagem da Matematica,
uma vez que estas correspondem a forma como os alunos compreendem o que lhes ¢
ensinado. Esta ¢ uma discussao importante, que se reveste de alguma complexidade, tendo
em conta a multiplicidade de representagdes que podem ser utilizadas no ensino e na
aprendizagem da Matematica. O objetivo deste estudo ¢ identificar e compreender os
tipos de estratégias e representagdes matematicas utilizadas por futuros professores do

ensino basico na resolugdo de tarefas com multiplas resolugdes.
2 Enquadramento tedrico

2.1 As representacoes
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As representagdes sdo uma componente importante do processo de ensino e
aprendizagem da Matematica, de acordo com o National Council of Teachers of
Mathematics (NCTM, 2014), caracterizando-se como produgdes observaveis ou
tangiveis, tais como numeros, diagramas, graficos, modelos fisicos, expressdes
matematicas, formulas, equagdes, ou producdes apresentadas no ecra de um computador
ou de uma calculadora (Goldin, 2018). As representacdes matematicas e os sistemas de
representacdo sdo frequentemente caracterizados de acordo com a natureza das
configuragdes utilizadas e varios autores apresentam diferentes categorizagdes para as
representacdes (Bruner, 1966; Matteson, 2006; NCTM, 2014; Tripathi, 2008). Para
Bruner (1966) o objetivo da educagdo ¢ facilitar o pensamento dos alunos e as suas
capacidades de resolucao de problemas, que podem depois ser transferidas para uma série
de situagdes, contribuindo particularmente para o desenvolvimento do pensamento
simbdlico.

Com base nos diferentes modos de pensamento, Bruner (1966) estudou como o
conhecimento ¢ representado e organizado, tendo identificado trés formas diferentes de
representacdo: ativa (baseada na a¢do), em que o pensamento se baseia inteiramente em
acoes fisicas (as criancas aprendem fazendo), recorrendo a materiais manipulaveis ou
outro tipo de objetos; iconica (baseada em imagem visuais que simbolizam um conceito),
o que pode explicar porque ¢ que, quando estamos a aprender um novo assunto, ¢ muitas
vezes util ter diagramas ou ilustragdes para acompanhar a informacgao verbal; e simbolica
(conjunto de proposi¢des logicas ou simbolicas), o conhecimento ¢ armazenado
principalmente sob a forma de linguagem, de simbolos matematicos ou de outros sistemas
de simbolos. Os simbolos sdo flexiveis na medida em que podem ser manipulados,
ordenados, classificados, etc., pelo que o utilizador ndo estd limitado por a¢des ou
imagens (que tém uma relagdo fixa com aquilo que representam).

Existem na literatura outras propostas de categorizagdo das representagdes que
resultam maioritariamente de uma extensao do modelo apresentado por Bruner (1966).
Por exemplo, alguns autores (NCTM, 2014; Tripathi, 2008) defendem um modelo
constituido por cinco modos de representagdes associadas a aprendizagem da Matematica
e a resolugdo de problemas: contextual (situacdes da vida real); concreta/fisica
(materiais/objetos manipulaveis); semi-concreta/visual (pictorica); verbal (linguagem); e
simbdlica (notagdo matematica). Esta classificagdo ajuda a diferenciar as varias formas
que uma ideia ou um conceito matematico podem assumir, mas também indica como

desenvolver as competéncias necessarias para a sua compreensao.
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Cada uma das representagdes ¢ uma manifestacdo de um aspecto do conceito e
envolve diferentes niveis cognitivos que devemos fomentar nos alunos. Deste modo, as
representacdes ndo sdo estaticas. Enquanto Matteson (2006), em seus estudos, considera
a seguinte categorizagdo para as representacdes: numérica, referem-se ao uso de nimeros,
recorrendo a decimais, fragdes, percentagens ou outros, como uma lista numérica; grafica,
incluem uma variedade de diferentes representagcdes visuais, tais como pictoricas,
modelos, diagramas ou graficos; verbal, requerem o uso da fala para compreender,
descrever, analisar, explicar ou refletir sobre representacdes numéricas, algébricas ou
graficas, associadas ao uso da linguagem escrita ou oral; simbolica, centram-se no uso da
notagdo simbdlica e incluem o uso de variaveis em, por exemplo, equagdes, expressdes
algébricas ou formulas. Por fim, esta autora introduz o termo “representagdo dual” quando
considera a possibilidade de lidar simultaneamente com duas categorias de representacdes
na resolucdo de problemas, por exemplo, numérica e verbal. Assim, as representagdes
duais ndo constituem uma categoria diferenciada, representam a articulacdo entre duas
das quatro categorias representacionais referidas por Matteson (2006). Nestes casos,
embora possa haver uma categoria dominante no ataque ao problema, nenhuma apresenta
pormenores suficientes para ser considerada independente. Caso se utilizem mais do que
duas categorias representacionais, referimos que se recorreu a combinacdo de diferentes
representacdes, op¢ao normalmente utilizada por varios alunos (Milinkovic; Mihajlovic;
Dejic, 2020).

Tendo por base as categorizagdes apresentadas anteriormente, propomos a
formulagdo de um sistema representacional que articula algumas dessas ideias e que se

traduz no diagrama da Figura 1.

/ Verbal \

Numérica Visual

\ /

Ativa

Figura 1: Multiplas representagdes
Fonte: Autoras (2022)
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Consideramos, no diagrama da Figura 1, cinco categorias principais de
representacdes (ativa, verbal, visual, numérica e simbdlica), de acordo com as defini¢des
propostas pelos autores referidos anteriormente (Bruner, 1966; NCTM, 2014; Tripathi,
2008), mas também as representagdes duais (Barbosa; Vale, 2022).

Os conceitos matematicos surgem da interagdo entre o sistema de signo/simbolo
e os contextos de referéncia/objetos. Esta simbologia esta ligada ao que Dreyfus (1991)
distingue na atividade matemdtica como sendo as representagdes simbdlicas. Além
destas, o autor ainda considera as representagdes mentais, que ocorrem quando falamos
ou pensamos sobre qualquer objeto ou processo matematico e que cada um de nods
relaciona com algo que tem em mente. E outra forma de utilizar os objetos matematicos.
Enquanto a representacdo simbolica ¢ escrita ou falada, com a finalidade de facilitar a
comunicag¢do sobre um conceito, uma representacao mental refere-se a esquemas internos
que uma pessoa usa para interatuar com o mundo exterior ¢ que pode diferir de pessoa
para pessoa. O uso de multiplas representacdes para a compreensdo de um conceito
matematico ¢ fundamental. Uma representagdo matematica apenas ilustra, muitas vezes,
um dos aspectos do conceito. SO temos uma imagem holistica do conceito quando
olharmos para essa ideia a partir de diferentes perspectivas. A medida que o niimero de
perspectivas aumenta, desenvolvemos uma visdo do conceito mais rica e profunda (Vale,
2009).

Ha muito se defende (NCTM, 2014; Tripathi, 2008), no campo da Educagao
Matematica, a exploracdo de diferentes representagdes incentivando os alunos a observar
semelhancas e diferencas entre tabelas, graficos, equagdes e representagdes verbais, pelo
que se considera como uma pratica eficaz e central do ensino da Matematica. Esta pratica,
para o NCTM (2014), contribui para que os alunos aprendam a representar, discutir e
estabelecer conexdes entre as ideias matematicas, de variadas formas, contribuindo para
aprofundar o conhecimento dos conceitos e procedimentos, a justificar e explicar os seus
raciocinios, assim como aumentam as suas capacidades na resolucao de problemas.

Para Tripathi (2008, p. 439) “(usar) diferentes representagdes ¢ como examinar o
conceito através de varias lentes, com cada lente a proporcionar uma perspectiva diferente
que torna a imagem (conceito) mais rica e mais aprofundada”. Refor¢ando estas ideias, a
investigacdo sobre a utilizagdo de diferentes representagdes tem providenciado um
conjunto de evidéncias dos beneficios da utilizacdo de multiplas representagdes. Uma
abordagem assentada na utilizagdo de representacdes de natureza diversa ¢ bastante

poderosa e potencializa o desenvolvimento da flexibilidade do pensamento, caracteristica
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fundamental num bom resolvedor de problemas (NCTM, 2014). Esta flexibilidade ¢é
também importante nos (futuros) professores, uma vez que lhes permite sustentar a
aprendizagem de uma forma mais aprofundada, conduzir as discussdes de sala de aula
perspectivando uma diversidade de caminhos e constitui uma via para facilitar a abstracdo
e a generalizacdo, a medida que os alunos desenvolvem a sua capacidade de matematizar

as situacdes exploradas (Vale; Barbosa, 2020a).
2.2 Tarefas com multiplas resolucoes

Todos os alunos devem ter a oportunidade de se envolverem em atividades
matematicas significativas, e cabe ao professor libertar o seu potencial através da escolha
de tarefas e estratégias de ensino adequadas. A aprendizagem da Matematica esta
fortemente dependente do professor e das tarefas propostas aos alunos, pelo que as
escolhas do professor determinardo a qualidade da aprendizagem dos alunos, pois tarefas
com diferentes niveis de exigéncia cognitiva induzem diferentes modos de aprendizagem
(Chapman, 2015; Doyle, 1988; Stein; Smith, 1998; Sullivan; Clarke; Clarke, 2013; Vale;
Barbosa, 2020b). Assim, para melhorar a compreensdo conceitual das ideias matematicas,
os professores devem selecionar tarefas desafiantes que promovam o pensamento flexivel
e a capacidade de resolucdo de problemas. Em particular os professores em formagao,
precisam de oportunidades para analisar, explorar e resolvé-las da mesma forma que
deverao ser exploradas com seus futuros alunos.

Uma tarefa ¢ desafiante quando € proposta intencionalmente para atrair os alunos
a descobrir uma resolugdo, envolvendo-os ativamente em diversas formas de pensar que
exigem relacionar conceitos, representacdes e procedimentos, permitindo-lhes aumentar
a sua compreensdo e conhecimento, sendo normalmente interessante e agradavel (Vale;
Barbosa, 2023). Isto implica o uso de tarefas que vao ao encontro de diferentes modos de
pensar utilizadas pelos alunos, confrontando-os com tarefas com multiplas (re)solugdes
que os desafiem a pensar fora da caixa, motivando-os a aprender e a trabalhar uns com os
outros (Vale; Barbosa, 2020b). Entre as diferentes tarefas que usamos nas aulas de
Matematica, privilegiamos as que tém multiplas (re)solugdes porque desenvolvem o
conhecimento matematico e incentivam a flexibilidade e a criatividade no pensamento
matematico do aluno (Leikin, 2016; Polya, 1973). Consideramos que uma tarefa com
multiplas (re)solucdes € aquela que convida a diferentes formas de resolucao, recorrendo

a diferentes estratégias, e que constitui um desafio para o resolvedor (Vale; Barbosa,
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2023). No contexto da Educacdo Matematica, as tarefas de resolucdo de problemas sdo a
escolha mais adequada, uma vez que favorecem o raciocinio e a comunicacao, ajudando
os alunos a atingir uma compreensao mais profunda.

Mais recentemente tem-se defendido as thinking classrooms ou “salas de aula
pensantes” (Liljedahl, 2016), nas quais o objetivo do professor ¢ fomentar um ambiente
de sala de aula centrado na resolu¢do de problemas, propondo aos alunos tarefas que
incentivem o seu pensamento. Esta ideia ¢ baseada na procura de contextos que permitam
que os alunos tenham experiéncias aha! destacando os beneficios que acarretam nas
concepgoes dos alunos e na eficdcia da aprendizagem matematica (Liljedahl, 2016). Uma
sala de aula pensante ¢é “um espago habitado por individuos que pensam bem
individualmente, mas que também pensam coletivamente, aprendendo juntos e
construindo conhecimento e compreensao através da atividade e da discussao” (Liljedahl,
2016, p. 362).

Este autor enumerou um conjunto de praticas que os professores devem atender
ao planear este tipo de aulas, sendo o primeiro pressuposto o tipo de tarefas utilizadas.
No caminho para a construgdo de uma sala de aula pensante, o modo mais 6bvio sera o
professor ter um conjunto de tarefas problemas que possuam um grau adequado de desafio
para que os alunos fiquem presos a sua resolugdo e encontrem uma solugdo, ou um
caminho para a resolu¢do, que possa surgir através de um insight ou de uma experiéncia
aha!. As resolugdes visuais sdo um campo privilegiado para proporcionar aos alunos este
tipo de experiéncias (Presmeg, 2014; Vale; Pimentel; Barbosa, 2018).

Neste contexto, a resolugdo de problemas surge como uma abordagem
instrucional na aula de Matematica que, em vez de treinar capacidades que ja aprenderam
anteriormente, se preocupa com o desenvolvimento das capacidades dos alunos em
resolugdo de problemas para que possam persistir quando confrontados com situagdes
novas que tenham de resolver. O foco estd tanto no contetido matematico quanto no
processo, com a intencao de produzir e interpretar diferentes abordagens e estratégias para

resolver o mesmo problema.
2.3 As resolucdes visuais
Numa sala de aula temos alunos que evidenciam diferentes modos de pensamento

durante a aprendizagem, que vao influenciar a forma como compreendem e comunicam

0 seu raciocinio e as representagdes utilizadas. Tanto psicologos como educadores
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matematicos (Borromeo Ferri, 2012; Krutetskii, 1976; Presmeg, 2014; Pimentel;
Barbosa, 2018), interessados nas estratégias de resolu¢do de problemas de Matematica,
distinguiram os resolvedores de acordo com as estratégias de resolugdo de problemas
utilizadas: visuais ou geométricos - usam estratégias de solu¢do visuais (figuras,
diagramas) ou esquemas pictdrico-visuais, mesmo quando os problemas poderiam ser
mais facilmente resolvidos com ferramentas analiticas; verbais, ndo visuais ou analiticos
- usam abordagens logico-verbais ou estratégias de solugdo ndo visuais (representacdes
algébricas, numéricas, verbais), mesmo quando os problemas poderiam ser mais
facilmente resolvidos usando uma abordagem visual; e harmdnicos, mistos ou
integradores - ndo tém preferéncia especifica pelo pensamento l6gico-verbal ou visual-
pictorico, e tendem a combinar estratégias analiticas e visuais, apresentando um modo de

pensar integrado (Figura 2).

Analiticos

Verbais — ndo visuais

Harménicos Visuais
Integradores — mistos Geométricos

preferem utilizar
modos légico-
verbais de

n3o tem preferéncia preferem usar
especifica por nenhum esquemas visual-
dos dois. Normalmente [ Pictéricas mesmo

pensamento,
mesmo se é mais
simples uma
abordagem visual.

combinam pensamentos [ quando os problemas

de natureza analitica e sdo mais facilmente

visual. resolvidos com meios
analiticos.

Figura 2: Tipos de preferéncias de pensamento durante a resolugdo de problemas
Fonte: Autoras (2022)

Estas questdes tém fortes implicagdes para as praticas de sala de aula e, em
particular, para a consciencializagdo dos professores da necessidade de promover a
utilizagdo de abordagens diferenciadas na sala de aula, analiticas e visuais e, se possivel,
de as integrar, a fim de ir ao encontro da compreensao dos conceitos matematicos de cada
um e todos os alunos e permitir alargar o repertdrio de estratégias.

Apesar das diferentes formas de pensar que um professor pode encontrar na sala
de aula, os alunos devem experimentar o uso de diferentes abordagens para o mesmo
problema, seja ele de natureza visual ou ndo visual. Acreditamos que as tarefas com
multiplas resolugdes dao aos alunos a oportunidade de aplicar outros modos de pensar,
qualquer que seja a sua natureza, e também de contactar com uma diversidade de
estratégias e representagdes, que podem contribuir para o alargamento do seu repertério
quando atacam um problema.

Neste contexto, e de acordo com a nossa propria experiéncia, acreditamos que a

visualizacdo pode ter um grande potencial, quer como contexto em que a tarefa ¢
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apresentada, quer como veiculo para alcangar a solucao (Pimentel; Barbosa, 2018; Vale;
Barbosa, 2023). Nao nos interessa classificar os alunos de acordo com a sua forma de
aprender/pensar, mas sim sensibilizar os professores e futuros professores para o fato de
que, numa sala de aula, teremos alunos que ndo aprendem ou compreendem todos da
mesma forma, e que um ensino eficaz da Matemadtica deve envolver uma variedade de
abordagens, de modo a ir ao encontro das necessidades de todos os alunos e mais
facilmente ajudar a ultrapassar as suas dificuldades, dai a importancia das representacdes
multiplas.

A aprendizagem ¢ um processo complexo e multifacetado e ¢ provavel que o
professor e os alunos recorram a uma variedade de estratégias e preferéncias em fungao
da tarefa e do contexto. As potencialidades e limitacdes do raciocinio visual sdo
reconhecidas como fazendo parte da cultura da sala de aula de Matematica (Presmeg,
1999; Zodik; Zaslavsky, 2007), relacionadas com as considera¢des e dilemas subjacentes
a escolha das representacdes visuais.

As estratégias visuais ndo sdo novas na literatura, mas sdo frequentemente
ignoradas em comparacao com as estratégias analiticas. Esta situagdo nao ¢ benéfica para
os alunos, uma vez que as abordagens visuais podem ser um excelente complemento ao
pensamento analitico ou mesmo ajudar a gerar resolu¢cdes mais simples e mais
significativas. E também claro que diferentes alunos, quando resolvem problemas, podem
ter diferentes formas de pensar e, alguns preferem basear o seu raciocinio em
caracteristicas visuais (Presmeg, 1999), o que reforca a importancia de ndo negligenciar
esta capacidade. O recurso a representacdes visuais pode aliviar a carga cognitiva na
resolugdo de problemas, permitindo que os alunos trabalhem numa parte do modelo sem
que tenham de acompanhar mentalmente o modelo na integra, e também apoiar o
raciocinio numérico. Ou seja, ajudam os alunos na compreensdo dos conceitos e
procedimentos e a dar sentido aos problemas que resolvem, mas também facilitam a
discussdo com os seus pares (Arcavi, 2003; NCTM, 2014; Vale; Barbosa, 2020b).

Vejamos a tarefa da Figura 3, que tenta ilustrar o que temos vindo a discutir. Este
problema tem multiplas resolugdes e representacdes, em que a resolucio visual pode ser
uma alternativa mais compreensivel para os alunos numa determinada fase da sua

aprendizagem.
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Os lapis

Trés lapis, A, B, C tém em conjunto 81 cm de comprimento.

A ¢é mais comprido 7 cm do que B. C ¢ mais curto 4 cm do que B.
Qual é o comprimento de A?

Figura 3: Problema “Os 14pis”
Fonte: Autoras (2022).

Analisemos algumas resolugdes expectaveis para a resolu¢ao deste problema,

apresentando na Figura 4 possiveis resolugoes.

M . [ A s ¢ e R
[A+B+C=81 2 2 27
X+(x+7)+(x-4) =81 =~ A=B+7 34
C=B-4

v1_J 27 27
34 7 3 84
m i b @)

: . P
> B
C 81
' )

Figura 4: Algumas resolugdes possiveis do problema “Os lapis”
Fonte: Autoras (2022)

4+4447=15
81-15=76
76:3=22

» (=22 B=26 A=33

A maioria dos alunos de niveis mais adiantados utilizara provavelmente uma
abordagem analitica, pois tém maior probabilidade de recorrer a representacdes
simbdlicas (algébricas), como sejam, equagdes ou sistemas de equagdes (em M). Os
alunos mais novos ou aqueles que ainda nao tenham conhecimentos sobre algebra, como
de equacgdes e sistemas de equagdes, ou mesmo que tenham e manifestem dificuldade em
mobilizar esses conhecimentos, poderao recorrer a representagdes e relagdes numéricas,
usando uma estratégia de tentativa e erro, com os dados organizados numa tabela (em N)
ou a manipulacdo de expressdes numéricas (aritméticas) (em O).

No entanto, existe outro tipo de resolucdo, a visual (em P). Nesta abordagem
podemos recorrer ao modelo da barra, em que elas surgem da traducdo das diferentes
condi¢des do problema, o que leva a constru¢do de outro modelo de barras equivalente,
que facilmente se traduz nas relagcdes numéricas apresentadas em O e conduz a solugao.
A resolucdo numérica (em O) ¢ frequentemente a que os alunos do ensino bdasico
apresentam, mas nem todos chegam a esta resolu¢do de forma compreensivel. Todavia, o
modelo da barra (em P) da sentido aos simbolos da resolu¢cdo numérica. O que acabamos
de referir estd em consondncia com as ideias de Dreyfus e Eisenberg (1986) quando

afirmam que muitos dos conceitos e processos devem estar ligados a representacdes
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visuais, ou seja, podem ser construidos modelos visuais que refletem (em grande parte) a

estrutura matematica que lhes esta subjacente.

3 Metodologia

Este artigo relata parte de um estudo mais amplo, realizado com 14 futuros
professores em formagdo do ensino basico (futuros professores de alunos dos 6 aos 12
anos de idade, de uma instituicdo de formagao de professores em Portugal), em que se
pretendia compreender os tipos de estratégias e representacdes matematicas utilizadas na
resolugdo de tarefas com multiplas resolugdes. Adotou-se uma metodologia qualitativa e
interpretativa numa abordagem exploratoria (Erickson, 1986; Given, 2008). Os
participantes estavam inscritos numa disciplina semestral de Didatica da Matematica que
serviu de contexto para este estudo e que, entre outros topicos, incluia um modulo sobre
visualizacao e resoluc¢ao de problemas.

Com este moddulo especifico, pretendiamos conscientizar os participantes,
enquanto futuros professores, para a existéncia de diferentes estilos de aprendizagem e,
consequentemente, para a importancia de explorar uma diversidade de abordagens, ndo
s0 analiticas, para ir ao encontro das necessidades dos alunos. Os participantes resolveram
individualmente vérias tarefas problema com multiplas resolucdes, que permitem a
utilizagdo de diferentes estratégias e representacdes. Os dados foram produzidos de forma
holistica, descritiva e interpretativa, durante a unidade curricular, da qual os
investigadores eram também professores, e incluiram: observagao participante, registros
das reacdes e interacdes dos futuros professores, e producdes escritas dos participantes
relativamente as tarefas propostas. Neste processo, identificamos as categorias de analise
de forma indutiva nos dados recolhidos, com o apoio do problema em estudo e do quadro
teorico, centrando-nos nomeadamente na categorizacao das estratégias (analiticas, visuais

e mistas) e das representacdes utilizadas (ativas, numéricas, verbais, visuais, simbolicas).
4 Resultados e Discussao

Algumas tarefas, devido ao seu contexto e as praticas de ensino padronizadas,

induzem os alunos (incluindo os futuros professores) a usar resolugdes analiticas, no
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entanto muitas destas situagdes podem ser resolvidas recorrendo a outras estratégias e
tipos de representacdes. As tarefas propostas aos participantes durante o modulo de
ensino foram selecionadas com este principio em mente, incluindo uma diversidade de
contetidos dos principais dominios matematicos do curriculo portugués do Ensino Basico
(Numeros, Geometria, Algebra). Optamos por apresentar neste artigo dois exemplos
dessas tarefas, uma sobre fragdes e outra sobre sequéncias e padrdes (Barbosa; Vale,

2022). Vejamos o 1.° exemplo (Figura 5).

Os livros

Resolve o seguinte problema por mais do que um processo
A Joana emprestou 4/9 dos livros da sua estante ao Pedro e ainda
ficou com 35 livros. Descubra quantos livros tem a Joana.

Figura 5: Problema “Os livros”
Fonte: Autoras (2022).

O problema apresentado na Figura 5 foi proposto apds uma exploracao didatica
especifica do tema Numeros Racionais. Ao longo das aulas, estes alunos tomaram contato
com o modelo da barra (modelo que nunca tinham utilizado), uma representagdo que,
como referido anteriormente, facilita a resolu¢do de certos problemas numéricos ou
algébricos, pois permite dar significado as situagdes propostas. Esta abordagem teve um
impacto positivo nestes futuros professores, que reconheceram o seu grande potencial em
comparagdo com as estratégias analiticas, tradicionalmente utilizadas através de
manipulagdes numéricas muitas vezes usadas sem sentido. Todos os participantes
recorreram a estratégias mistas para resolver este problema, combinando abordagens
visuais e analiticas. A componente visual, traduzida na utilizacdo do modelo da barra, foi
essencial para melhor compreenderem as condi¢des do problema e darem significado aos
procedimentos utilizados.

Na Figura 6 vemos dois exemplos de resolu¢des representativas apresentadas

pelos alunos.

quantos livros tema Joana> =135 Bveas duAi4]T 1T 1111 al
T T VI 35 Q l < e
2= -2 X, enksa z q;zckrév 2
AL || ol / e S
\'3—‘1 iR | el R 5 ¢’qz’-}\ivms,(9rqu <
S0 nmers do Vuros om ¢ e EEEEETED S
@mpresto % Wb quedreds qr bserem, o 5"5’1 5 27 S
T 238 R, s s ke qubd eqtide Tl & & S enfirdes 2, ok a5 o e
kogns> Y o Sex egrests 28 (o5 [ i ;
62 Wwnres,

Fece desebicas o bkl &k s & pere dope0s 36443 = 63\3es. A jJocne dom
Figura 6: Resolugdes visuais
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Fonte: Autoras (2022).

As estratégias utilizadas nestas duas resolucdes sdo semelhantes, ambas visuais,
baseadas no desenho (modelo da barra), que atua como um passo crucial para a
compreensdo do problema, evidenciando claramente o significado parte-todo, o que
facilita o estabelecimento das relacdes numéricas necessarias para chegar a solugdo.
Verificamos que nesta tarefa as representagdes visuais foram a escolha predominante para
este grupo de participantes (10 alunos), no entanto, na componente analitica, recorreram
também a representacdes verbais e numéricas (na primeira), complementando a
explicacdo do seu raciocinio através de palavras, ou apenas a representacdes numéricas
(na segunda), complementando o esquema com os calculos correspondentes.

Vejamos o 2.° exemplo (Figura 7):

As casinhas

1. Observa a sequéncia de casinhas construidas com palitos e
considere que estao desenhadas as trés primeiras casa da sequéncia

VANVANVANEIVANEIVAN
/L\lllll III/\II

Fig.1 Fig.3 Fig.3

Quantos palitos tera a 252 figura? E a figura n?
Apresente duas resolugdes diferentes para estas questdes, explicando
cOmo pensou.

Figura 7: Problema “As casinhas”
Fonte: Autoras (2022).

A segunda tarefa foi proposta no contexto do pensamento algébrico,
principalmente relacionado com o estudo de sequéncias e padrdes. O interessante desta
tarefa, e de um modo geral das tarefas de resolucao de problemas que envolvem a procura
de padrdes, reside no fato de que ndo existe um caminho imediato sugerido pela tarefa,
exigindo que os alunos descubram as estruturas matematicas subjacentes a esse padrao.

Esta tarefa, apesar de ser apresentada através de um contexto visual
(representacgdes pictoricas das casas), permite ao resolvedor utilizar multiplas abordagens,
analiticas, visuais ou mistas, para estabelecer generalizagdes proximas e distantes. Neste
caso, dez dos participantes recorreram a estratégias analiticas e quatro utilizaram
estratégias mistas. Apesar de reconhecerem as potencialidades da visualizagdo ao longo
do moédulo de ensino, no caso da Algebra revelaram preferéncia por abordagens

analiticas, mostrando que tinham procedimentos profundamente enraizados.
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Apresentamos, na Figura 8, dois exemplos de resolucdes representativas do

trabalho destes futuros professores na resolugdo desta tarefa.

Resolugdo analitica Resolucgdo visual
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Figura 8: Duas resolugdes do problema “As casinhas”
Fonte: Autoras (2022).

A primeira resolu¢do apresentada na Figura 8, mostra uma estratégia analitica
utilizada para determinar o numero de correspondéncias na 25.% e n.” figuras. Nestes casos,
estes alunos, futuros professores, comegaram por transformar as figuras em ntimeros,
aplicando um raciocinio recursivo para os termos mais proximos da sequéncia,
identificando uma variacdo de sete unidades. De forma a generalizar para termos
distantes, utilizaram as relagdes numéricas identificadas e expressaram-nas numa tabela.
Como complemento as representagdes numéricas utilizadas, sete alunos recorreram
também a representagdes verbais, explicando através de palavras como pensaram.

Apos a construcao da tabela com o numero de correspondéncias em cada figura,
a sequéncia figurativa deixou de ser analisada, recorrendo apenas a manipulagdo
numeérica. A segunda resolug@o observada na Figura 8 tem um carater visual, sendo claro
que os desenhos tiveram um papel fundamental na identificacdo da relagdo funcional,
tanto para termos proximos como para termos distantes. Além dos desenhos, os
participantes utilizaram expressdes numéricas e simbolicas, organizando a informacao
numa tabela, recorrendo, assim, a representagcdes visuais, bem como a representagdes
numéricas e simbolicas.

E interessante ver que, nas tarefas que envolvem padrdes figurativos, para uma
maior compreensao das representagdes algébricas, a representacao pictérica é o primeiro

passo para a compreensao da estrutura subjacente a construcao do padrao.
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Vejamos no Quadro 1 uma sintese que ilustra as representagoes utilizadas nas duas

resolucdes apresentadas neste 2.° exemplo.

Representagoes | Ilustracdo e Pensamento do aluno

Visual p.e/.
(representagao
pictorica) \ / \

Identificaram duas “casinhas”, ou seja, dois pentagonos e dois palitos que
formavam o quadrado entre elas, que é o modo principal de pensar que vai
permitir passar para outras representagoes.

Numérica p.e.
3 FA aQ # XS0 O‘ié(b
(e?(prerslsao EMX 30 5 2 5+O =S +¥RO
aritmética) kS o ST el EERR
2 \qj4'—\ ~S AR =STIXQ
\-\3
(0 Al L = ST = SHIXI
s
S 3y ZSARIAAA = S4axYy
as AR = S43 %Ay
B+ A (-1

Nesta tabela as expressdes numéricas que ddo o nimero total de palitos
resultam de um raciocinio recursivo em que cada termo resulta do anterior
mais 7 (verbalizado posteriormente).

Verbal p.c.

WOPQMON g 0 adR COntnNAt e adicionax
ARTNEXO (Wi @Q&w%% e fQ g,\%\\m antoua
QCESO‘ o RAOY M %( W0 1aQ que g\\mwm'\n
ERSES T QAICIONOMON L RIcaN0 ome
950 oo a0, St Ax (-8 170 §igd 6 Gl
O modo de pensar verbalizado foi baseado num raciocinio recursivo, obtido
pela contagem.
Simbolica €.
(expressdo
algébrica)

; SSNEn-2 23 O | B4+ (B-A)
Os alunos chegaram a generalizagdo do padrio de diferentes modos,
obtendo expressdes diferentes, mas equivalentes.

Quadro 1: Representagdes usadas até a generalizag¢do do padrao.
Fonte: Autoras (2024)

Nesta tarefa ndo surgem representacdes ativas, contudo se for proposta a alunos
do ensino basico (alunos com 6-12 anos) devera ter como suporte uma primeira fase de
abordagem ativa ao problema utilizando material, como sejam, palitos, fésforos ou outro
material equivalente, uma vez que permite concretizar a sequéncia e tem a vantagem de

‘

se “ver” a formacdo dos termos da sequéncia, além de que se pode “apagar” mais

facilmente caso haja enganos.
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Com base nestas duas tarefas, que permitem multiplas resolugdes, podemos dizer
que contribuem para o uso de diferentes estratégias e diferentes representagdes, dando ao
resolvedor a oportunidade de escolher o caminho a seguir com o qual mais se identifica.
Globalmente, verificdimos uma predominancia de abordagens analiticas e mistas. As
representacdes verbais, numéricas, simbolicas e visuais foram frequentemente
mobilizadas e, na maioria dos casos, no sentido da aplicagdo de representacdes duais,
complementando duas das categorias principais.

Embora ndo seja raro que os alunos utilizem mais do que uma representagao na
resolucdo de uma determinada tarefa, hda normalmente um tipo que ¢ dominante ou
essencial para atacar o problema (como o uso do modelo da barra na tarefa 1 — Figura 6).
De um modo geral, os alunos recorreram a multiplas representagdes, de diferentes
categorias representacionais, para complementar o seu raciocinio e chegar a solugdo,
reconhecendo que podem existir limitagdes nas representacdes principais, que, usadas de
forma isolada, podem ndo ser suficientes para resolver uma tarefa. Ou seja, uma
representacdo, apesar de dominante no ataque a resolugdo, pode nao ser suficiente, pelo
que ha necessidade de recorrer a outras representagdes que complementem a sua

resolugdo ou explicagao.
5 Principais conclusdes

As tarefas apresentadas sdo problemas que geralmente envolvem o recurso a
expressdes matematicas, formulas e conceitos tipicos incluidos nos curriculos escolares,
no entanto permitem diferentes caminhos para a solucao e incentivam o uso de multiplas
representacdes. Neste sentido, estas representagdes apoiam varias formas de pensar
(Krutetskii, 1976; Vale; Pimentel; Barbosa, 2018) e de manipular objetos matematicos,
em consonancia com o que preconiza 0 NCTM (2014). Para além disso, ddo aos alunos a
oportunidade de operar e raciocinar com base em diferentes representagdes e ideias de
formas Unicas. Os alunos que resolvem tarefas deste tipo serdo motivados a procurar
resolugdes criativas e a pensar de forma mais flexivel na resolugdo de outros problemas,
a experimentar métodos e representacdes alternativas para chegar a solugdo. Estas tarefas
desencadeiam a utilizag¢do de diferentes estratégias, majoritariamente analiticas e mistas,
e também de representagdes multiplas, majoritariamente numéricas, verbais, visuais e
simbolicas, normalmente aplicadas através de duais. Tradicionalmente, os professores

utilizam e confiam mais nas representacdes simbolicas e nas estratégias analiticas.
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Consequentemente, os alunos tendem a fazer o mesmo. Por esta razdo, demos especial
importancia as estratégias e representacdes visuais no modulo de ensino, devido a pouca
visibilidade que tém e aos beneficios que trazem a aprendizagem, procurando assim
abranger diferentes estilos de aprendizagem. O professor deve estar atento para quando
ndo surjam durante uma aula, chamar a atengdo para outras formas de “ver” convidando
os alunos a pensar de outro modo e caso nao surjam deve explicitamente mostrar essa
forma de pensar. Pretendemos também realgar a vantagem de utilizar multiplas
representacdes na resolucdo de tarefas e, sobretudo, de as integrar, recorrendo a
representacdes duais, o que conduz muitas vezes a abordagens mistas.

Este trabalho segue recomendagdes internacionais (NCTM, 2014) que sugerem
que uma abordagem de ensino eficaz envolve dar aos alunos oportunidades para resolver
problemas e pensar criticamente, comunicar, ser criativo, tomar decisdes em colaboragao
para compreender e aplicar ideias matematicas. Neste sentido, o professor deve ter um
repertorio alargado de tarefas para propor aos alunos que ponham em evidéncia algumas
das ideias que foram discutidas ao longo deste texto. Desafiar alunos e (futuros)
professores a pensar em diferentes abordagens para a mesma situa¢do problematica
aumenta a probabilidade de usar ideias e representagdes de natureza diferente. Nesta
perspectiva estamos em consonancia com Polya (1973) quando refere que ¢ melhor
resolver um problema de cinco modos diferentes, do que cinco problemas diferentes do
mesmo modo.

Para concluir, os programas de formagdo de professores devem incluir
experiéncias que estimulem o conhecimento dos professores em formagao, especialmente
resolvendo as mesmas tarefas e usando os mesmos principios de ensino e aprendizagem
que se espera que eles usem com os seus futuros alunos (Cooney; Krainer, 1996; Sullivan;
Clarke; Clarke, 2013). O trabalho que temos vindo a realizar ao nivel da formacao inicial
de professores aponta no sentido de que os futuros professores adquirem eles proprios
fluéncia e flexibilidade na resolug@o de problemas, ao mesmo tempo que ficam com mais
um recurso para interpretar e resolver muitas outras situacdes com que sejam

confrontados, além de aumentarem o conhecimento didatico, essencial para o seu futuro.
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